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Se desea resolver el sistema lineal de ecuaciones
Ax =D,
con A € R™" regular, x € R" y b € R". Se define el residuo
r(x):=Ax—b
y se denota con un asterisco, x*, a la soluciéon del sistema,

Ax*=b & x*=A""D & rix)=0.

1. Meétodos 1terativos estacionarios

Un método iterativo estacionario es un esquema iterativo que genera una
sucesion de vectores {x°,x!,...,x*} a partir de una expresion de la forma

x"t = Gx* + h, (1)

donde G y h son una matriz y un vector constantes que no dependen de la
iteracion k. La sucesion de vectores generados a partir de la formula anterior
deberia converger a la tnica solucion del sistema de ecuaciones planteado. Es
decir,

k

lim x* = x*.

k—o0

Para ello, se estudia la consistencia y la convergencia en las siguientes sec-
ciones.



En vez de construir una matriz G y un vector h es muy habitual la
siguiente estructura para los métodos iterativos estacionarios: dado x°, hallar

x¥+1 a partir de x* realizando los siguientes pasos
r* = Ax" - b (calculo del residuo) (2a)
C Ax" = —r* (resolucion de un sistema) (2b)
xP = xF 4+ AxF (actualizacion de la aproximacion) (2¢)
donde se denota el residuo de la iteracion k como r* = r(x*). La primera

instruccion (2a) permite evaluar el modulo del residuo y asi comprobar si
se ha llegado a convergencia. La segunda instruccion (2b) implica resolver
un sistema de ecuaciones. Aqui existe un compromiso entre tomar C = A
(en una iteraciéon converge pero con coste muy elevado, a veces no factible,
equivalente al de un método directo) o tomar C = I (coste por iteracion
despreciable, pero requiere en principio muchas iteraciones y la convergencia
no esta asegurada). A la préactica, para evitar tener que escribir cada vez las
ecuaciones descritas en (2), se simboliza el proceso en

x"=x*—-C" (Ax* —Db). (3)

Esta forma simbolica no implica la tnversion de la matriz C, s6lo es una ma-
nera de reescribir el esquema de forma compacta para dejar claro que se trata
de un método de iteracion funcional, x**! = 1)(x*). De hecho, representa un
caso particular de (1) donde

G=1-C'A
{h:clb (4)

1.1. Consistencia y convergencia

Definiciéon (Consistencia para sistemas lineales de ecuaciones): Un método
iterativo es consistente si y solo si x* = A~!'b es el tinico punto fijo del
esquema iterativo.

Para esquemas iterativos estacionarios, exigir consistencia equivale a ase-
gurar que

1. x* es punto fijo:

x*=Gx*+h & h=(I-GA'b.



2. x* es el Anico punto fijo:

Consideremos y € R” tal que y = Gy + h, entonces,
x'-y)=Gx'-y) < (I-GK -y)=0

Para que este sistema tenga solo la solucion trivial, es decir y = x*,
hay que exigir que (I — G) sea regular.

Por lo tanto, el esquema iterativo x**' = Gx* + h es consistente si y

s6losih = (I - G)A™'by (I — G) es regular. En el caso particular de los
esquemas que se escriben como (3), es trivial verificar (se deja como ejercicio)
que x* es el tnico punto fijo. Por consiguiente, todos los esquemas que pueden
escribirse segin (3) son consistentes.

Definicion (Convergencia): un método iterativo es convergente si el error
en la iteracion k, e := x* — x*, verifica lim e* = 0 para cualquier e°.
k—oo

Para estudiar las condiciones de convergencia de los métodos iterativos
estacionarios se analiza la evolucién del error, e¥, iteracion a iteracion. Se
supone la consistencia del esquema, es decir se asume que (tnico punto fijo)

x*=Gx"+h (5)

Restando las ecuaciones (5) y (1), se obtiene la ecuacion que relaciona el
error en dos iteraciones consecutivas,

et =G et (6)

Aplicando esta igualdad recursivamente se obtiene una expresion que rela-
ciona el error con el error en la aproximacion inicial

et = G

donde [G]k denota la potencia k de la matriz G. De manera que, el esquema
iterativo serd convergente si

lim [G]* = 0.

k—o00
El teorema 2 demuestra que esta condiciéon es equivalente a decir que el

esquema, seré convergente si y solo si el radio espectral de la matriz G es

menor que 1,
p(G) = mix || < 1.

Sin embargo, la demostracion de este resultado requiere de un resultado pre-
vio que se enuncia a continuacion.



Teorema 1. Para cada matriz A de orden n y cada real € > 0 arbitrario
existe una norma matricial asociada a una norma vectorial', |||, tal que

p(A) < |A[ < p(A) +e.

La demostracion se puede encontrar en [1] (teorema 1.3) o en [2| (teoremas
6.9.1y 6.9.2).

Teorema 2. Un esquema iterativo definido por (1) es convergente si y solo
si p(G) < 1.

Demostracion. Para que un método sea convergente se debe cumplir que

kh’m e® = 0 para cualquier €. En particular, considerando e€° un vector
—00

propio de la matriz G con valor propio A, e® = \re" y, por consiguiente,
khm e” = 0si |\ < 1. Por lo tanto,

—00

lime*=0ve’ = p(G)<l.

k—o0

Para ver la implicacion inversa, es suficiente comprobar que p(G) < 1 =
khm |[G]*|| = 0. Para ello se considera el teorema 1. Si p(G) < 1, por el

teorema anterior considerando € > 0 tal que p(G) +¢ < 1, existe una norma
matricial tal que |G| < p(G) + ¢ = 6 < 1. Utilizando la desigualdad de
Schwarz?, ||[G]¥|| < ||G||¥ < 6% y, por lo tanto, se concluye que

p(G) <1l = kh'm||[G]k||:O = kh’mek:OVeO.
[

Notar que para cualquier norma matricial la desigualdad p(G) < |G| es
siempre cierta. En efecto, cualquier vector propio u; de G, de valor propio
A, verifica

Aillluil] = [[Aiwg]| = [[Guil| < (|G|

Por lo tanto, |\;| < ||G|| para cualquier valor propio \;. Es decir,
p(G) < [IG],

para cualquier norma matricial y cualquier matriz G. Esto da lugar al si-
guiente corolario del teorema 2.

!Dada una norma vectorial ||| la norma matricial asociada es ||A| = ‘m‘ax [|Ax]|. El

hecho de tener una norma matricial asociada a una norma vectorial permite utilizar la
desigualdad ||Ax| < ||A|l|Ix]-

2La desigualdad de Schwarz asegura que cualquier norma matricial cumple ||A - B|| <
|A|l|IB|| para matrices cualesquiera A y B.



Corolario 1. Una condicion suficiente de convergencia para el esquema (1)
es |Gl < 1.

En particular este resultado es cierto para las normas matriciales
n n
[Glle =03 sl v 1€ = Dl (7
Jj= i=

puesto que se trata de normas matriciales asociadas a normas vectoriales. A
diferencia del calculo del radio espectral, p(G), la evaluacion de estas normas
es sencilla y, por lo tanto, tienen un gran interés a la hora de establecer
condiciones suficientes de convergencia.

1.2. Velocidad de convergencia

En el diseno de un método iterativo, ademas de asegurar la consisten-
cia y convergencia del método, es importante el concepto de velocidad de
convergencia.

Supongamos que se dispone de una aproximacién de la solucion, x*, con
g cifras significativas, [e¥|] < 11077||x*||, y se desea saber cuantas itera-
ciones mas se tienen que hacer para obtener m cifras correctas més. In-
teresa, por lo tanto, saber cuantas iteraciones v hay que hacer para que,
|e* ]| < 110(@t™)||x*||, es decir

le ] < 107 le"]].

Esto nos dara informacion sobre la velocidad con que la sucesiéon de apro-
ximaciones x* se acerca a la solucién. Aplicando recursivamente la igualdad
(6) se obtiene la relacion e = [G])e*, que tomando normas es

le®1 < [[[G]"[lle"]-

De manera que para conseguir las m cifras significativas es suficiente exigir
que [|[G]"]] < 107™ o, equivalentemente

—10g10||[G]V|| > m.

Asi, para conseguir m cifras significativas es suficiente hacer v iteraciones con

m

V> —
_RV’

donde se define
1 v vt
Ry =~ logyol [ = ~logys (JIIGTI1F).

bt



El pardmetro R, se puede interpretar como una velocidad de convergencia:
cuanto mayor es I, menos iteraciones hay que hacer para incrementar la
precision en la aproximacion. A la practica se trabaja con la velocidad asin-
totica de convergencia que corresponde al limite cuando v — oco. Se puede
. vt . . as
comprobar que lim ||[G]”||¥ = p(G) y, por lo tanto, la velocidad asintética
k—o0

de convergencia del método es

1

e = o |1
Para las matrices usuales en problemas de ingenieria (en la resoluciéon con
diferencias finitas o elementos finitos) el limite con v — oo converge rapida-
mente y es una buena aproximaciéon considerar por ejemplo R, =~ Rjo. El
radio espectral hace el papel del factor asintotico de convergencia del método.
Para p(G) ~ 0, la velocidad de convergencia R, es muy grande y el método
tiene una convergencia muy rapida. Para p(G) = 1 — ¢, con € ~ 0 positivo,
la velocidad de convergencia es positiva pero pequena y el método converge
per lo hace lentamente. En cambio, si p(G) > 1 la velocidad de convergencia
es negativa y, tal como se comenta en la secciéon 1.1, la convergencia no estéa
asegurada.

1.3. Descripciéon de los métodos

Vistas las condiciones por las que un método estacionario es consistente
y convergente, estas se pueden particularizar para los esquemas segtn (4), es
decir,

xFth = xF — C7H(AxF — D).

Estos esquemas son consistentes por definicion, y serdn convergentes si y sélo
si p(G) = p(I— CtA) < 1. A continuacién se presentan algunos métodos
clasicos que corresponden a diferentes elecciones de la matriz C. Para ello en
lo sucesivo se considera la descomposicion aditiva de la matriz A como

A=L,+Dy+Uy,
donde L4 es la parte triangular inferior de la matriz sin incluir la diagonal,
D, es la diagonal de A, y U4 es la parte triangular superior sin incluir la
diagonal (ver figura 1).
1.3.1. Meétodo de Richardson: C =1

El método de Richardson corresponde a considerar la opciéon més barata
computacionalmente, es decir C = I, obteniendo el esquema

Xk+1:Xk_ [AXk—b],

6



Figura 1: Descomposicion aditiva de la matriz

0, componente a componente,

n
x§+1:1’f— E Qij (L’f—}-bl > zzln, l{?:O,l,
j=1

El inconveniente del método es que la condicién para convergencia es muy
restrictiva: el método es convergente solo si p(I—A) < 1. Es decir, para tener
una convergencia rapida es necesario que todos los valores propios de A sean
cercanos a la unidad?®, que evidentemente es una condiciéon que no se suele
verificar.

1.3.2. Meétodo de Jacobi: C =Dy,

El método de Jacobi se escribe como

1 i—1 n
gl = — bi—E :aijg;;?— § agah|, i=1.n, k=01,..
v j=1 j=i+1

La expresion del algoritmo se puede interpretar como la aproximaciéon que
se obtiene al despejar la incognita x; de la ecuacion i-ésima del sistema. Sin
embargo, este método se puede clasificar dentro de los métodos segin (4)
considerando C como la diagonal de A, C = D 4. En efecto el esquema para
C =Dy,

x = xF D (b - AXP),

se puede reescribir como
D x"' =D, x" + b — AX".

Utilizando la descomposicion aditiva de A y simplificando se llega a la ex-
presion
D x" =b — Lax" — UyxF,

que corresponde a la forma matricial del algoritmo.

3Si A tiene valores propios {\;}i—1 ., entonces A — pI tiene valores propios {\; —
pti=1....n con los mismos vectores propios (traslacion).
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Observacion 1. El método de Jacobi no se puede utilizar si la matriz tiene
algun coeficiente nulo en la diagonal. Es decir, para poder usar el método es
necesario que a; # 0 V1.

Observacion 2. Una condicion suficiente para convergencia del método de
Jacobi es que A sea diagonalmente dominante*. En efecto, la condicion
suficiente de convergencia del corolario 1 para el método de Jacobi, G =
I— C™'A, con las normas matriciales (7) se reescribe como,

" Qij . Qij

IGlloe =méx Y |-2[ <1 o |Gl =méx) |-L| <1,
v =T Ay I = Ay
J# 7]

respectivamente. La primera es trivial de verificar si la matriz es diagonal-
mente dominante por filas y la sequnda si lo es por columnas.

Observacion 3. La velocidad asintotica de convergencia se puede estimar
recordando que p(G) < ||G|| y, por consiguiente

1 1
R = log,, [ —— ] > 1o i ,
B10 <p<G>) B10 (mm(HGHl, HGHoo))

Observacion 4. Para la implementacion del método es necesario dimensio-
nar dos vectores para almacenar la aprozimacion actual, X*, y la aprozima-
k41 en cada iteracion.

c1on nueva, X

1.3.3. Meétodo de Gauss-Seidel: C=D4 + L4

En el método de Jacobi cada componente 2™ se calcula utilizando las

componentes de la aproximacién anterior, x*. Sin embargo, a la hora de

calcular la componente xfﬂ ya se han calculado previamente las componentes
anteriores, 25, 25 ... 2. En el método de Gauss-Seidel se aprovechan

estas 1 — 1 componentes para el célculo de mf“. El esquema resultante es

n

i—1
1
k1 _ k1 3 _
i = — bi—E aij T — g aijxj|,i=1.n, k=0,1,... (8)
17 .
J=1

j=i+1

donde se ha resaltado el superindice k + 1 para destacar la diferencia con el
método de Jacobi. En cada paso se utiliza la informaciéon méas actual de que
se dispone. Este método se clasifica en los métodos segtin (4) considerando
C =Dy + Ly. En efecto, la particularizacion de (4) para C =D, + Ly es

X" = x4+ (D4 +La) (b — AXY).

4Una matriz A es diagonalmente dominante si verifica |a;;| > g la;;| Vi
J#i



Premultiplicando esta ecuacion por la matriz (D4 + Ly) se obtiene
(Dg +La)x*! = (Dy + Lyx" + (b — Ax"),
que, teniendo en cuenta la descomposicion aditiva de A, es
(D + Ly)x"t =b — Uux”.
Esta ecuacion finalmente se escribe como
DxF = b — Lyx! — U,xk,
que es la version matricial del algoritmo.

Observacion 5. El método de Gauss-Seidel se puede implementar dimen-
sionando un sdlo vector para almacenar las componentes que interesan de x*
y x*1 . El mismo vector se va actualizando en cada iteracion.

Observacion 6. Se puede comprobar que el método es convergente para ma-
trices diagonalmente dominantes, y para matrices simétricas y definidas po-

sitivas ° (ver [1] y [2]).

Observacion 7. Generalmente, si ambos convergen, la velocidad de conver-
gencia del método de Gauss-Seidel es mayor que la del método de Jacobi. De
hecho, para matrices diagonalmente dominantes ||Ggs|loo < ||GJlloo, aunque
eso no siempre implica que p(Ggs) < p(Gy).

Observacion 8. A diferencia del método de Jacobi, en el método de Gauss-
Seidel las aprozimaciones x* dependen de la numeracion de las incognitas.
Para reducir esta dependencia de la numeracion es habitual utilizar una ver-
sion simetrizada del método en la que se alterna una iteracion con aproxi-
macion estandar (8) y una iteracion donde el cdlculo de las componentes se
hace en sentido inverso,

1 i—1 n

k1 _ Z k Z k+1 _

z; = a— bl— aijxj — aijxj 5 Z_n>"'717
n j=1 Jj=i+1

es decir,
DAX]H_1 =b - LAXk — UAXk+1.

5Una matriz A es definida positiva si x” Ax > 0V x # 0. Otras condiciones equivalentes
para la definicion positiva de A son (1) todos los valores propios de A son positivos o (2)
todos los menores principales de A tienen determinante positivo.



Observacion 9. Considerando una descomposicion por bloques de la matriz
A, del vector b y de la solucion X,

Ay Ay .0 Ay b, X1
A A oo Aoy b X

A — '21 ‘22 ' '2 b= '2 Cox— '2 ’
Asl As42 cee Ass bs Xs

se puede plantear el llamado método de Gauss-Seidel por bloques,

i—1 s
E+1 _ E k+1 § ks _ —
A”X,L —bl— AZ] X_y - AU Xj’ 1= 1...8, k‘—O,l,...,

j=1 j=i+1

cuya implementacion solo requiere resolver sistemas con las matrices Ay; (de
dimension pequena).

1.3.4. Método de sobrerelajaciones sucesivas (SOR)

Existen infinidad de métodos para acelerar la convergencia, extrapolar o
relajar los distintos métodos iterativos. Todos ellos se basan en introducir
como minimo un pardmetro w en la definicion de G, de manera que se puede
considerar un valor 6ptimo del parametro

Wopt = argmin p(G(w)),

y asi acelerar la convergencia. De estos métodos el mas conocido es el método
de sobrerelajaciones sucesivas (SOR). La forma general se puede escribir

como,
X" = (1 - w)x* + wD}" [b — Lyx"*' — Uyx*].

Se deja como ejercicio para el lector comprobar que este método corresponde
a considerar C = % (wL4 + Dy). El parametro w se puede elegir de manera
que el radio espectral sea lo mas pequeno posible y asi obtener una con-
vergencia rapida. Este método es popular sobretodo en el contexto de las
diferencias finitas, en el que existen varios resultados que permiten determi-
nar el parametro 6ptimo de forma analitica.

2. Meétodos de los gradientes conjugados

El método de los gradientes conjugados es un método iterativo no esta-
cionario. Es decir, es un método cuya definicion depende de la iteracion k.
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De hecho, es uno de los llamados métodos de Krylov [3]. Estos métodos son
métodos que en cada iteracién k calculan una aproximacién x* que minimi-
za una cierta medida del error en el espacio x° 4+ K, donde K, C R" es el
llamado k-esimo espacio de Krylov. Si no se llega a convergencia antes de
la iteracion n, el n-ésimo espacio de Krylov es K, = R" y la minimizacion
sobre KC,, proporciona la solucién x*. Los métodos de Krylov se pueden con-
siderar métodos directos, ya que encuentran la soluciéon x* del sistema lineal
como mucho en n iteraciones. Sin embargo, para sistemas lineales con un
gran nimero de ecuaciones, se utilizan como métodos iterativos.

El mas popular de los métodos de Krylov es el método de los gradientes
conjugados. Aunque se puede hacer una deduccion del método de los gradien-
tes conjugados como un método de Krylov, aqui se va a hacer una deduccién
mas sencilla motivada por el método del maximo descenso. El método de los
gradientes conjugados se basa en la minimizacién de una cierta funcion ¢.
En la siguiente seccién se comprueba la equivalencia del problema Ax = b
con la minimizacion de la funciéon ¢. A continuacién, se presenta el método
del méximo descenso. Finalmente, el método de los gradientes conjugados se
plantea como una mejora de este método.

Observacion 10. Para poder hacer la analogia con el problema de mini-
mizacion, el método de los gradientes conjugados requiere que la matriz sea
simétrica y definida positiva. Sin embargo, existen métodos de Krylov que no
tienen estas restricciones. El método GMRES (Generalized Minimum Resi-
dual) sélo necesita que la matriz sea reqular. A cambio, tiene un coste compu-
tacional y unos requerimientos de memoria considerablemente mayores que
el método de los gradientes conjugados.

2.1. Problema de minimizacién equivalente

Notaciéon: Para simplificar las expresiones en lo sucesivo se denota el pro-
ducto escalar de vectores como

(u,v) =u’v.

Proposicion 1. Sea A es simétrica y definida positiva (SDP). Entonces, x*
es la solucion de Ax = b si y sdlo si es el minimo del funcional cuadrdtico
1 4 T 1
o(x) = 5% Ax —x'b= §<X, Ax) — (x,b).

Es decir, x* = A7'b & x*=arg min o(x).
xeR™

Demostracion. La demostracion comprueba las dos implicaciones:

11



» x*=A"b = x*=ag m]%n o(x):
xcR™

Supongamos que X* es solucion: Ax* = b. Cualquier x € R puede
expresarse como X = z + X* y, por consiguiente,

o(x) = ¢p(z+x") = = [(z, Az) + 2(z, Ax) + (X", Ax")]|—(z,b) — (x*, b),

N | —

donde se ha tenido en cuenta la simetria de la matriz A. Empleando
ahora la hipotesis de que x* es solucion del sistema se obtiene

6(x) = S(x") + - (z, Az) + (2, Ax" — b) = o(x") +

5 (z,Az).

Y N —

Puesto que A es una matriz definida positiva, (z, Az) > 0, se deduce

que

o(x) <o(x)  Vx
Ademas, s6lo habra una igualdad si z = 0, es decir, x = x*.
» x*=A"b & x*=arg m]%n (x):
XER™
Si x* es un minimo de la funcién ¢, debe verificar la condicién necesaria
de extremo relativo Vo(x) = 0. Dado que Vo(x) = r(x) = Ax — b, la
condiciéon de extremo es

Ax—-—b=0.

]

2.2. Motivaciéon: método del maximo descenso, del gra-
diente o de maxima pendiente

El método del méaximo descenso se basa en el hecho de que el gradiente
de una funcién ¢ en un punto x* es la direccién en la que esta funcién ¢ crece

més rapidamente. Por esto, dado x*, la nueva aproximaciéon x*! se busca
avanzando en la direccion de —V¢ = —r*,
X1 = x* 4 gt |

El pardmetro oy, se elige de forma que se minimice ¢ en esta direccion. Se trata
de un problema de minimizaciéon unidimensional de ¢(x**!) = ¢(x* + ar*)
en la direccién de r*, es decir,

ap = arg miﬂrg o(x" + ar®). 9)
[e%S]
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Imponiendo la condicién necesaria de extremo, %]a:ak = 0%, se obtiene la
ecuacion para oy,

0= (rk, Vqﬁ(xk + akrk)) = <rk, A(xk + akrk) —b) = <rk, r* + akArk>,

de donde se despeja la expresion

(r*,r*)
(rk Ark) |

A = —

Observacion 11. Si no se ha llegado a convergencia, debido a la definicion
positiva de la matriz A el pardmetro oy, es siempre negativo. Por lo tanto,
siempre se avanza en sentido contrario al gradiente.

Observacion 12. Teniendo en cuenta que Vo(xF + apr®) = Vo (xt!) =
" la ecuacion (9) estd exigiendo que

<I‘k, rk+1> =0.

Es decir, la direccion de avance en cada iteracion es perpendicular a la direc-
cion de avance anterior. Esto provoca que generalmente se repitan direcciones
de avance. Por ejemplo, en 2D el método tiene solo 2 direcciones de avan-
ce, t° y su perpendicular, que se alternan en cada iteracion. Esto provoca
un fenomeno de "zig-zag"que hace que la convergencia del método pueda ser
extraordinariamente lenta (ver ejemplo en la seccion 2.3.53).

Observacion 13. Se deja como ejercicio verificar que considerando oy = —1
constante se obtiene el método de Richardson. Asi, el método de mdxrimo des-
censo se puede interpretar como una aceleracion o extrapolacion del método

de Richardson.

2.3. Meétodo de los gradientes conjugados

Con la misma idea que en el método del maximo descenso, en cada itera-
cion del método de los gradientes conjugados se busca una aproximaciéon de
la forma

Xk+1 — Xk + Oékpk

que minimice ¢. De nuevo el pardmetro escalar oy se escoge para minimizar
¢ en la direccién de avance, en este caso p*. Tal como se vio en el apartado
anterior, la minimizacién unidireccional proporciona la expresion para oy,

(p",r¥)
(p*, Ap*) |

6La derivada de una funcién ¢ en una direccién € se puede calcular aplicando la regla
de la cadena como W = [Vo(x + a)|T€.

qp — —
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La gran y tunica diferencia con el método del maximo descenso es la defini-
cion de las direcciones de avance. En el método de los gradientes conjugados
las direcciones p* se escogen de manera que sean A-conjugadas, es decir,
(p")TAp’ = (p’, Ap’) = §;;. De esta forma se evitan las repeticiones que
tanto relentizan el método del méximo descenso.
En R"™ existen n  direcciones A-conjugadas  distintas,

{p®,p!,...,p"1}. Para obtenerlas se podria plantear una ortogonalizacion
de Gram-Schmidt con el producto escalar definido por A,

r’ k=0
pF = k—1 :
rk + Z E1sP’ k>0
5=0
donde los escalares e;; se determinan al imponer (p* p®) = 0 para s =
0,...,k — 1. Esta opcion tiene un coste computacional importante que, por

suerte, se puede evitar, ya que para matrices simétricas y definidas es sufi-

ciente exigir que
N r’ k=0 (10)
p = 5
vt + Gpht k>0

con <pk, Ap'“_1> = ( para obtener, como se comenta mas adelante, (pk, Ap®) =
Oparas=0,...,k—1.
El escalar 3, se determina al exigir que (p*, Ap*~1) = 0,

0= <rk +6kpk_17Apk_1> — <I'k,Apk_1> +ﬁk<pk_1,Apk_1>,

es decir,

k k—1

r’, Ap
B = —H : (11)
(pt~1, Ap*1)
Asi, el método de los gradientes conjugados, mediante las ecuaciones (10) y
(11), proporciona una forma sencilla y eficiente de calcular las direcciones
A-conjugadas de avance. A continuacion se presenta el algoritmo resultante.
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2.3.1. Algoritmo de gradientes conjugados (version 1):

xY: aproximacion inicial
() +0 — A 0_ .0
k=0,r"=Ax"—b,p’' =r

do while (no convergencia)

qk — Apk
k ok
X = égk:q’“é

X = xk oy pP

rktl = AxFtl —p

l‘k+1, k
ﬂk+1 = _<<pk7q(l::>>
pitl = pk+l 4 g pk
k=k+1
enddo

El coste computacional por iteracion de este algoritmo es el de 2 pro-
ductos de matriz por vector, 2 célculos de vector mas escalar por vector, 3
productos escalares vector por vector y 1 suma de vectores. Obviamente, el
coste computacional mas importante es debido al producto matriz por vector.

Observacion 14. El coste computacional del método se puede reducir su-
primiendo un cdlculo de matriz por vector. En efecto, multiplicando por A
y restando b a los dos lados de la ecuacion x*T!1 = x* + a,p* se obtiene la
siguiente expresion recursiva para el cdlculo del residuo

I'k+1 — rk‘ + Oéqu, (12)

con coste computacional considerablemente menor que r**' = Ax**!1 — b.
Sin embargo, para matrices mal condicionadas en la prdactica es recomendable
calcular el residuo, v = Ax*t1 —b, cada cierto nimero de iteraciones para
corregir errores de redondeo acumulados por la formula recursiva.

2.3.2. Propiedades del método de los gradientes conjugados

Proposicion 2. Las iteraciones del algoritmo de los gradientes conjugados
verifican, para todo k < n, las siguientes propiedades:
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(b) (x',r") = (x',p') parai <k,

(a) (v* p') =0 parai <k,
L
T

(
(
c) (r*. ) =0 para i < k (residuos ortogonales),
)
(d) (p*, Ap®) = 0 para i < k (direcciones A-conjugadas).
Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre k.
P
Comprobamos primero que cada una de las propiedades es cierta para k =
1. Dado que p° = r¥ por definicion, las propiedades (a) y (c) son equivalentes
para k = 1. Asi, teniendo en cuenta la ecuacion (12), es decir r* = r’+agAp?,
se llega a

(', p% = (° + apAp’, p°) = (. p%) + ap(Ap®, p°) = 0, (13)

por definicion de ag, lo cual demuestra (a) y (¢). La propiedad (b) se com-
prueba teniendo en cuenta (13) y la definicién p* = r! + 3;p°,

(r',p') = (r'.r') + By (', p") = (r',x!).
0

El caso k = 1 se completa con la comprobacion de la propiedad (d), usando
la, definicion de p! y del pardmetro /3,

(p', Ap®) = (r' + 4ip°, Ap°) = (r', Ap®) + 51 (p’, Ap°) = 0.

A continuacion, suponiendo que las cuatro propiedades son ciertas para k
(hipotesis de induccion) se comprueba que también son ciertas para k + 1:

(a) La primera propiedad se comprueba utilizando la ecuacion (12), es decir
"1 = r* + o, Ap”, de donde se deduce

(r"*1,p') = (¥, p') + an(p", Ap').
Asi, para i = k tenemos (r**1 p*) = 0 por definicién de ay,. Para k < i,
por hipétesis de induccion con las propiedades (a) y (d), se verifica que

(r¥. p’) =0y (p*, Ap’) = 0, de lo que se concluye que (r* p?) = 0.

(b) Para demostrar la segunda propiedad se utiliza la definicion de p**! y
la propiedad (a) para k+ 1 ¢ i = k (acabada de demostrar),

(1 pY) = (P 4 ) = (L,

0
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La tercera propiedad se comprueba utilizando la defincién de p?, que
se reescribe como

r'=p' — Gp~!
y la propiedad (a) ya demostrada,
(') = (" p’) 6 (" pT) = 0.

0 0

Para comprobar la ultima propiedad se utiliza la ecuacion (12) para
k = i, que se reescribe como

Ap' = — ("' — ¢
P ai( ),
y la definicion de p*™! = r**! + 3. p*,

(PF Ap’) = ("1 Ap') + B (PF, APY)

1 . . .
= E<rk+17 I.H-l o I'Z> + 5k+1<Pk> Apz>

Para i < k el primer término de abajo es cero por la propiedad (c) y
el segundo término es nulo por hipétesis de inducciéon con la propiedad
(d). Por lo tanto, (p**!, Ap?) = 0 para i < k. Para i=k, utilizando la
definicién de p**! y By,

(P", ApF) = ("1, Ap*) + B (PF, APF)

<rk+17Apk>
= <rk+17Apk> - <pk,Apk> <pk7Apk> =0,

tal como se quiere demostrar.

]

Corolario 2. El método de los gradientes conjugados converge como mdximo
en n iteraciones.

Demostracion. La propiedad (a) de la proposicion 2 particularizada para
k = n asegura que el residuo tras n iteraciones es ortogonal a las n direcciones
de avance utilizadas,

(r",p’) =0 para j=0,...,n— 1.

Dado que las direcciones son A conjugadas y, por lo tanto, linealmente inde-
pendientes (si el residuo no se anula antes de la iteracion n), esta condicion
es equivalente a decir que r”" es ortogonal a una base de R", de lo que se
concluye que r" = 0. O
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De hecho, el método de GC se desarrollé6 como un método directo, pero
se dejo de utilizar por su alto coste computacional (si se realizan las n ite-
raciones). Ahora se ha recuperado como método iterativo y se suele utilizar
con matrices de dimension grande pero casi vacias sin llegar generalmente a
hacer las n iteraciones.

Proposicion 3. (Convergencia) El error en las iteraciones del método de
los gradientes conjugados estd acotado por la siguiente expresion

)

T (A —1]"
_X*HA<2 2( ) H 0

= V(A 1

donde ||x||a = (xT, Ax)/? es la norma inducida por A (norma de la energia)
y ka(A) es el nimero de condicion de la matriz.

% — x4

La demostracion de este resultado se basa en la interpretacion del método
como un método de Krylov. Se basa en la propiedad de que el método de
los gradientes conjugados minimiza el error en la aproximacion, con la norma
inducida por A, dentro de un subespacio de R" cuya dimension se incrementa
en cada iteracion.

Dado que la matriz es simétrica y definida positiva, el nimero de condiciéon
de A es el cociente entre sus valores propios mayor y menor en valor absoluto,

A
A) — mazx
\ k2 (A)—1

Observacion 15. El término en la formula de la proposicion 3 es

k2 (A)+1
siempre menor que 1. Esto asequra la convergencia mondtona en la norma
inducida por A, es decir,

I = x4 < X = x4,

(ver representacion grifica en la figura 2). En general esto no implica la
convergencia en norma ||-||2" o ||||le- Sin embargo, para el método de los
gradientes conjugados se puede demostrar que la convergencia es mondtona
también en estas normas.

Observacion 16. Para matrices bien condicionadas ko(A) = 1 + €, con
e > 0 pequeno, y la ecuacion de la proposicion 3 se aproxima como

. e\?
I =xfla < 2(5) 1% = %,

Mhllz = v/ (x, %)
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B —— convergencia ho monotona
— — convergencia monétona

log(error)

- —)
iteracion

Figura 2: Representacion del error para un método con convergencia mono-
tona y un método con convergencia no monotona.

de donde se deduce que el error decrece rdpidamente. Si la matriz es mal
ka(A) -1

Vk(A)+1 -

Entonces, la formula de la proposicion 3 se escribe como

condicionada, ky(A) ~ 0o, entonces 1—¢€ con e > 0 pequeno.

I = x4 < 2(1 =)' [Ix° = x|,

de donde se deduce que la sucesion convergerd lentamente a la solucion. En
general, la velocidad de convergencia depende del nimero de condicion de la
matriz (ver figura 3). Cuanto menor sea el nimero de condicion de la matriz
mas rapida serd la convergencia del método de los gradientes conjugados.
Para mejorar la convergencia se pueden usar precondicionadores, tal como
se comenta en la seccion 2.3.5.

N
>

—— A bien condicionada
— — A mal condicionada

—
—
— —
e —
— —
—
—_—

log(error)

L
iteracion

Figura 3: Ejemplo de convergencia del método de los gradientes conjugados
para una matriz mal condicionada y una matriz con nimero de condicion
cercano a 1
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2.3.3. Ejemplo de dimensién 2

Se plantea la resolucion del sistema de ecuaciones de dimensiéon n = 2

Ax =Db con
3 2 2
a=(35) »= (%)

La figura 4 muestra la representacion grafica de la funcion ¢(x) = 3 (x, Ax)—

Y

0.5 : : : . : 0.5 —
X ~J
0 0
- ~ - T
-05 y — -0.5 / .
/ N N
// N / ~
-1 / ] _1 [
\ .
‘ Vo
-15 -15 \
\ \
\ \
_ \ B . AN
2 \ 2 \
N\ AN
,25 L L L L L L 725 L L L L L L
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 T4 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3

Figura 5: Curvas de nivel de ¢(x) e iteraciones del método del méaximo des-
censo (izquierda) y del método de los gradientes conjugados (derecha).

(x, b) para este ejemplo, asi como sus curvas de nivel y el gradiente, Vo(x) =
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Ax — b. En la figura 5 se muestran las iteraciones del método del maximo
descenso y del método de los gradientes conjugados con la misma aproxi-
macion inicial, x° = 0. En el método del méximo descenso (izquierda) la
direccion de avance es perpendicular a las curvas de nivel, ademaés se observa
como la direccién de avance en cada iteracion es perpendicular a la direccion
de avance anterior. Esto provoca un fenémeno de "zig-zag"que hace que la
convergencia del método sea realmente lenta: son necesarias 25 iteraciones
para conseguir un error relativo en el residuo menor que 0.5 1079, es decir,
le*]| < 0.5 1079|b||. El método de los gradientes conjugados (derecha), como
cabe esperar, converge en n = 2 iteraciones.

2.3.4. Algoritmo de gradientes conjugados (version 2)

Utilizando las propiedades enunciadas en la proposicion 2, se pueden sim-
plificar algunas de las expresiones que aparecen en el algoritmo realizando
los célculos de forma més eficiente.

Utilizando la definicion p* = r* + 8,p* ! y una particularizacion de
la propiedad (a) de la proposicion 2, (r*, p*~!) = 0, se obtiene una nueva
expresion para oy:

Phr) )
P - _ ) (14)
(p*,d") (p*,d") (p*,d")
El calculo de 41 se puede optimizar utilizando la féormula recursiva (12),
reescrita como qf = (r**! —r*) /ay, la propiedad (c) de ortogonalidad de
los residuos, (r®*1 r*) =0, y la expresion de oy, dada por la ecuacion (14),

rk+1_rk
i — <rk+1’qk> o <rk+17 a_k> _ _i <rk+l’rk+l>
(p*,d") (p*, a") ar  (P* q*) (15)
B <rk+1’rk+l>
- (rhrh)

La nueva version del algoritmo, més eficiente, se obtiene utilizando las ex-
presiones dadas por (14) y (15) y la formula recursiva introducida en (12).
El coste computacional de esta nueva version es de 1 producto matriz por
vector, 3 operaciones vector méas escalar por vector y 2 productos escalares
vector por vector.
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x": aproximacion inicial

k=0,19=Ax"—b, p®=1° py = (r1?)
do while (no convergencia)

qk — Apk

U= <p’5i1’“)

xF1 = xF 4 q, pk

rFtl = vk 4 g

Pk+1 = <rk+17 rk+1>
Brr = H2
phtl = pk+l 4 g, . pk
k=k+1

enddo

2.3.5. Meétodo de gradientes conjugados precondicionado

Como ya se ha comentado, la convergencia del método de gradientes con-
jugados depende del ntimero de condicion de la matriz (ver proposicion 3). La
convergencia del método se puede mejorar resolviendo un sistema equivalente
pero con una matriz con nimero de condicién menor, es decir, precondicio-
nado.

Consideremos una matriz P (precondicionador) facilmente invertible® y
con ky(P7'A) ~ 1 (tipicamente se trata de una matriz P ~ A). El sistema
de ecuaciones

(PT'A)x =P 'D,

sistema precondicionado, es equivalente al sistema Ax = b. Es decir, tiene la
misma solucién. Sin embargo, al reducir el numero de condiciéon la convergen-
cia del método sea mas rapida para el sistema precondicionado, obteniendo
asi la solucién con la precision deseada en menos iteraciones. Esta transfor-
macioén del sistema se denomina precondicionamiento por la derecha y es muy
utilizada para mejorar la convergencia de métodos iterativos en general. Sin
embargo, no es la utilizada en el caso del método de gradientes conjugados.

8Se dice que una matriz es ficilmente invertible cuando es sencillo resolver sistemas
con esa matriz. En la practica nunca resulta rentable calcular la inversa de una matriz.
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La razon es que, aunque P y A sean matrices simétricas y definidas positivas,
el producto P71 A en general no es una matriz simétrica y, por lo tanto, no
es posible aplicar el método de los gradientes conjugados.

En el método de los gradientes conjugados el precondicionamiento del
sistema se hace de manera que la matriz siga siendo simétrica y definida
positiva. Para ello se considera un precondicionador P simétrico y definido
positivo, de manera que es posible considerar su matriz raiz cuadrada® (aun-
que, como se comenta mas adelante, a la practica no es necesario calcularla),
P%, y se puede transformar el sistema de ecuaciones Ax = b en

P 2AP 2 Pix = P 2b,
\f-/

X

Asi, definiendo A = P_%AP_%, % = Pix y b= P_%b, se puede obtener la
solucién resolviendo con gradientes conjugados el sistema equivalente

Ax =b,

y calculando x = P 2x%. Se deja como ejercicio para el lector comprobar que
la matriz del sistema equivalente A es una matriz simétrica y definida positiva
y, por lo tanto, no hay problemas para resolver el sistema mediante gradientes
conjugados. Ademas, si P ~ A es de esperar que el nimero de condicién de
A sea pequefio y que, por lo tanto, la velocidad se acelere. La mejora en la
velocidad de convergencia dependera de la eleccién del precondicionador P.

A la practica el algoritmo se simplifica evitando el calculo de la matriz
raiz cuadrada Pz. Si al aplicar el método de gradientes conjugados al
sistema equivalente se utilizan las variables auxiliares

¢ = Poxk, = Ax" —b=P ir*, pF=Pip"

se puede deshacer el cambio para expresar el algoritmo en las variables sin
tilde. Simplificando algunas expresiones el algoritmo final se puede escribir
cOmo

9Dada una matriz P definida positiva, la matriz raiz cuadrada P2 es una matriz que
cumple P = PPz Si P diagonaliza como P = SDS~1! la matriz raiz cuadrada se calcula
como P2 = SD2 S~ donde D2 se obtiene calculando la raiz cuadrada de cada coeficiente
de la matriz diagonal.
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x": aproximacion inicial

k=0,1"=Ax"—b q° =P '’
P’ =q’ po = (r*,q)
do while (no convergencia)

— Pk
Yk = T pF,ApF)

L — b 4y pP

X
rftl = vk + o, Ap”
Q! = Pipkt!

rk+1 k+1)

Pre1 = (
B = 25

pf*tl = g*1 4 Byipt
k=k+1

»d

enddo

donde se puede observar que no aparece la matriz P: y s6lo es necesario
resolver un sistema con el precondicionador P en cada iteracion.

Existen varias posibilidades para la eleccion del precondicionador P, te-
niendo en cuenta que el tinico requisito que debe cumplir es que sea simétrico
y definido positivo. Algunos de los mas populares son P = D 4, precondiciona-
dor diagonal, u otros precondicionadores inspirados en los método iterativos
estacionarios, y las factorizaciones incompletas, P = LL”. Las factorizacio-
nes incompletas son similares a las factorizaciones estandar de la matriz, por
ejemplo LLT ~ A, pero sin almacenar algunos de los coeficientes. De esta
manera se obtiene un precondicionador facilmente invertible, con P ~ A, pe-
ro sin un excesivo llenado de la factorizacién y manteniendo bajo el tiempo

de CPU.
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